Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


TỒNG HỢP 
TUYỆT KỸ BẨM MÁY CASIO GIẢI PT ■ HPT ■ BPT 






Ì1|N > 


iTWfrMWf-Ì****rSl 




' I 



CẨM NANG CHO MÙA THI 


Biên soạn: tháng 6 - 2015 


















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


LÒI GIỚI THIỆU 


Xin chào tất cá các bạn í 

■ 

Mình cũng là một học sinh đang theo đuổi ước mơ đại học như các bạn. Trong đề 
thí đạí học môn toán, câu hệ phương trình là câu khó, khi chủng ta nghe thầy cồ giảng 
bài hoặc đọc tài liệu thì hiểu cách iảm nhưng ta vẫn cử thắc mãc là "tại sao "ho 'lai ỉàm 
được như vây ỉ/r Sách tham khảo hay thầy cô chí nêu cho chúng ta phương pháp - 
dường đì, rằng nếu bài cho thế này thi làm như thế kia ... còn chúng ta thi học xong 
nhưng vẫn hình như có gì đó còn "mơhỗ ?r 

Sau khì tham gía các diễn đản học tập trên mạng, dọc tài liệu và tự mình tỉm tòi, 
cuối cùng, mình đã tim đến một số bài vỉết nói về sự hỗ trợ cùa máy tính CASIO trong 
việc giải hệ phương trình, mình đã cố gắng học và thực hành theo vả hiện nay chiếc 
máy tính đi trở thành vũ khí đãc lực của mình trong việc tìm lời giải cho câu hệ 
phương trình. 

Tuy máy tính không phải là một phương pháp thay thể cho giải hệ phương trình 
nhưng nó "là kìm chỉ nam mang tỉnh chất định hướng cách iàm đặc hiệt nó rất mạnh 
cho việc phân tích 1 phương trình thành tích và hễ trự cho phương pháp hàm sổ" 

Tính năng SOLVE trên máy tính rất hay - nếu biết khai thác để phục vụ cho học 
tập thì nó thật sự thú vị đấy ! 

Mấy tuần cuối vừa ôn thí, mình dành thời gian ngồi biên soạn vả tổng hợp lại 
nhữhg gi mình "thu nhặt" được từ các nguồn trên mạng Internet để chia sẻ cùng các 
bạn đang ôn thỉ như mình. Mình quyết định biên soạn cuốn tài liệu "Tổng hợp tuyệt kỹ 
bấm máy CASIO giải PHƯƠNG TRÌNH - HỆ PHƯƠNG TRÌNH - BẤT PHƯƠNG TRÌNH" . 

Theo mình - tài liệu này chì thật sự là bo ích với các bạn có tinh thần quyết tâm 
đỗ ĐH, muốn chinh phục câu HPT và đã cỏ các kỹ nâng cơ bản vê biến đối và giải HPT. 

Hy vọng vởỉ tài liệu của mình, các bạn sẽ có thêm 1 cuốn cầm nang mới, có một 
cảch tiếp cận bài bàn, khoa học và rõ ràng hơn đôi vởi việc sử dụng máy tính hỗ trợ 
giải HPT và sẽ kiếm trọn vẹn 1,0 điểm đổi với câu HPT trong kỳ thi sâp tới. 


TÁC GIẢ 
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Dạng 1: CÁC MỐI QUAN HỆ Được RỬT RA TỪ ỉ PHƯƠNG JRÌNH 

_ Chủng tứ cùng khơi động bằng mội bai dễ trước tĩhé _ 

V í dụ 1: (CĐ-2014) Giải hệ phương trình sau + ^ ^ ^ (lj 

[x — xy—2y = —X 4 2y (2) 

Hướng dĩiit quy trinh 
CÁCH I 

* Nhận xét chung: 

- Hệ gôm 2 phương trình 2 ẩn, điều đặc biệt là ở chỗ 1 phương trình có thể biên đỏi được 
còn 1 hệ thì không có gì mà bicn đổi (nhìn qua các bạn sẽ thầy như vậy) 

- Vậy dàn ý chung là: từ phương trình biển dốt được đưa ra mổí quan hệ X và y rồi thê 
vào phương ưình không bicn đoi được 

- Băng giác quan ta sè tìm cách nào đó để xứ lý phương trình số (2), các bạn đa sổ là sẽ 
cử viêt - dùng đứ mọi cách nhóm và roi tự dtrng nó ra 

- Ở đây, minh sẽ trình bày 1 phương pháp dể lây cãn cứ bĩcn đồi như sau: 

Sử dụng tính năng Solve: 

4 Nhập nguyên phương trình số 2: X 2 -XY—2Y 2 = -X + 2Y 
Án trên máy: 


Alpha X .V 2 * Alpha X Alpha ¥ - 2 Alpha ¥ X 2 Alpha = ( dấu = màu dó nhé) * alpha X + 2 aJphLi V 

Giai thích "Aipítứ X. Alpha Y" là gọi biên X , biên Y nhung vởi mày tính thì mộc định X là 
biển, Y là tham Sỡ 


4 Sau đó các bạn bấm: Síiiíỉ Soíve 

+ Vláy hiện : Y? 4 - tức là máy hỏi ban đẩu cho Y bẩng mẩy đc còn tìm X 
+ Các bạn khởi tạo giá trị ban đấu cho Y là 0 băng cách nhập: 0 = 

4 Ncu máy hòi “Solve for X” thì các ban ấn dấu " = ’ nhé 
4 Bãy giờ máy sc xử lý. việc của mình là dợi chớ. 


Máy hiện: 

X = 0 tư Eà khi y = 0 thì có nghiệm X = 0 ị có bạn tè được nghiệm - i nhưng không Sữớ) 

|_ - R = u sai sổ cùa nghiệm là 0 

- Rỏi vậy là được Y = 0 thì X = 0 

- Ticp theo các bạn ẩn “mũi tên chi sang trát" đẻ quay trỡ vể phương trình 
Lại bãt đẩu khởi tạo giá trị ban đẩu Y=l, máy lại tính ra X = 2 

* Cừ như vậy tơi Y = 5 thì dược các kct quă như sau: ịbtĩng ỉ) 
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Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 hoặc -1 

2 hoặc -2 

-3 

-4 

-5 

-6 


- Các kct quá này hoàn toàn ỉà do mẩy, từ khi Y = 2 tới Y = 5, ta thây Í 1 Ó xuát hiện 1 quy 
luật gi đó, 

- Roi quay trời tại thứ Y = 1 tìủ nó cho ra l kcl quá nghĩẹm khác vần của phương trình cù 

- Vì tính năng Sũlve ià tính tiãng dò nghiệm theo công thức Newton nên nó sc tìm 
nghiệm gần với gìá trị biên hiện tại của X . 

- Từ Y = 2 ta thầy nó xuất hiện 1 quy luât gì đó, dề dàng nhận thấy ỉà x + y+1 - 0 

- Vậy ta se biền dối phương trình (2) theo xem được không: 

x — xy — 2y 7 = —X + 2y <=> x~ — xy — 2y“ 4-x — 2y =0 

x(x + y +1) —2xy — 2y~ — 2y = 0 ■£=> x(x + y + i)-2y(x + y + 1) = 0 
(x—2y)(x + y + 0=0 

- Vậy nghiệm vừa rôi bị nhiễu lá do x-2y =0 

■Ị i JE — J ■ 

- Còn ỉại thì dê dàng rôi nào: thê vào phương trình đâu tiỄn 

= —()■+1) 

* X = 2y thì: 4y 2 + 2y : + ỵ 2 = 7 $=> y=±l 

* X = -(y + l) thì các bạn tự xữ lý nhé 

Bọn cử làm thirtheo t'âch mình mồ tá đi ỉthé - nói thì đàí thối ch ử lúc tàm thì tthatìh tẳtn ỉĩỉ 

CÁCH 2 : Cách này tuy phức tạp hơn tthimg kiètn soát được ĩoàn bộ nghiệm 

- Vói Y = 0 ta đã tim được một nghỉệni X = ũ 

- Đc xem phương trình có còn nghiệm nào khác hay không, các bạn làm như sau: 

+ Ản mũi tốn sang ngang sứa phương trình thành ! X 2 - XY-2Y 2 +X-2YỊ: (X -0) 

+ Phương trình này đổ bõ nghiộm vừa tìm được và tìm nghiệm mới 
+ Sau đó, bẩm lại như han đâu thi tìm được X = - 1 

t i X 7 -XY-2Y 2 +X-2Y 

+ Sau dó lại ân -- —— -——- 

(X-0)(X + l} 

+ Sau đó lại bẩm giải nghiệm thì máy báo “CaiCt soive*' tức là vô nghiệm hay hct 
nghiệm rồi. vậy là được Y = 0 thì X = 0, X = - 1 

+ Tiếp theo các bạn ẩn “mùi tôn chi sang trái” dé quay trớ về phương ưình. Ta lại phái 
sửa phương trinh thành X 2 -XY-2Y Z +X-2Y 

- Lại bẳt đáu khởi tạo giá trị ban đẩu Y = L X = 0 thì máy lạỉ tính ra X = 2 hoặc (-2). 

Cứ như vậy tới Y = 5 thì dược kct quá như sau : ịbáng 2) _ 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 hoặc (-1) 

2 hoặc (-2) 

(-3) hoặc 4 

(-4) hoặc 6 

(-5) hoặc 8 

(-6) hoặc 10 
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Cách này tuy đầy đu nhung sẽ rẩỉ mẩt thòi gian chinh sưa phương trình nẫn trong 
tài iiệtt đa phần mình sẽ giai hằng cách ỉ, 17 những hài thi DH không quá phức tọp. 

CẢCH 3: Đê tìm nghiệm khác ngoài ỉ nghiệm tìtn đưựt 

- Ví dụ khi Y = 0, lúc máy hỏi ki Solve for X” các bạn ấn 0 = se tìm được nghiệm X = 0 

- Các bạn ấn “-9 — ' thì sẽ dược nghiệm X = - 1 

- Các bạn ẩn =” thì sẽ được nghiệm X = 0 

Vậy là ta đâ tìm được ngay 2 nghiệm X = - I và X = 0 khi Y = 0 


Mùth rất hay đàng cách ỉ cho hệ và eấcầ 3 chữ phiítmg trình ì (hi, đê tâng tổc đệ lùm hài 

- Các kêt quả này hoàn toàn là do máy. từ bảng l ta thầy khi Y = 2tớìY = 5ta thầy nó 
xuât hiện l quy luật gì đó. Tại Y = 0, Y = 1 không xuảt hiện quy luật do có nhân tữ khác 
gây nhiêu bới vì tính năng Soỉve là tính nâng dò nghiệm theo công thức Newton ncn nó 
sẽ tìm nghiệm gan vơi giá trị bicn hiện tại của X, ở đây các TH chúng ta đcu khởi tạo gia 
ưị ban đầu X = 0. 

- Từ Y - 2 ta thầy nó xuẩt hiện 1 quy luật gì đó, dề dàng nhận thấy là X +- y + 1 =0. Vậy 
ta sẽ biến dồi phương trình 2 theo xem được không: 

Thêm bồi đểềp nhân từ: 

X — xy —2 y " = —X + 2y x“ — XV — 2y“ + X — 2y = 0 

<=> x(x + y+1) — 2xy — 2y“ — 2y = 0 ^ x(x + y+i)—2y(x + y + l} = 0 


X — 2y )(x + y +1) = 0 

- Vảy nghiệm vừa này bt nhiều là do X - 2y = 0 

- Còn lại thì dề dàng rồi nào: ^ 


X =-(>’ + !) 


thể vào phương trình đâu tiên 


\ - 2 \ thì: ỉy : i- 2y : +y- =7« y = ±1 


X = -(y + 1) thì các bạn tự xừ lý nhé 

Tiếp tục nhé, nâng leveỉ ỉền nàữ ĩ 


Vi dụ 2: {KB-20I4Ỉ Giai hệ phương trinh 


(l-y^x-y + x 

2v" —3x+6y+ 1 


2+(x-y-1)^/7 (1) 
2^x-2y — 'Ig/4X — 5y ~ 3 (2) 


ỉiướìig dần quy trì nít 

* Nhận xét chung 


- Thẩy ngay phương trình sổ (2) khỏ biền đôi, phương trình (1) có vẽ dc hơn . vậy ta thứ 
xem nào 

Lưu ý ở bài này: đicu kiện phương trình (1) là X > y bởi vây lúc khơi tạo giá trị ban đau 

“Solve for các bạn phái nhập sồ lởn hơn Y, chẳng hạn là **9 — ■ . Tại sao lại the ? 

VI ncu bạn cho Y = 3 mà giá trị ban đâu X = 2 thì máy sè có 2 kiêu dò nghiệm 

- Kiểu 1 la: 2 -» 2,1 2, 2 -> 2,3 

- Kiều 2 là: 1,7 <-1.8 <-1,9 <- 2 

Nhưng đi theo đường nào thì ^x-y cùng không xác định ngay, do đó máy dừng dò 

nghiệm và báo “Can*! Solvé” 

- Do dó phái khơi tạo giá trị ban đàu của X lớn hơn Y 

- Các bạn làm lương tự, mình cho kết quá luôn: 
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Y 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

X 

1 

2 

3 

4 

5 
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- Dựa vào bảng ta thấy ỈUÔ 11 : X- y = i hoặc JT~ỹ -* 

Vậy là đầu tiêu mình đi theo hỉcởỉtg “x - y - 1 = ơ” tnróc vi vế phái có sẵn rồi 
kìa f chí cần biền đôi những số còn tại xem có ẩirợc không tà chuyên h tr&ỉtg ỉu ôn ĩ 

(l~yW*-ỹ + * = 2+(x-y»I).y/ỹ 
<=>(!-y^x-y + x-l-íx-y-D^/ỹ = 0 

<=> (l-y)>/*-"ỹ+(x-y-l)+(y-l)-(x-y~l)^/ỹ = 0 

<=> (l~y) — y — I 

- Tới đây tự nhử sao mà may thè - cỏ lẽ là ý trời ! 




r 1 r 

The vào phương trình (2) rói xứ ticp nào: 


- Với y = 1 thà 9 - 3x = 0 => x=3 

- Với y = X - 1 thì 2y' -3(y + l} + 6y+l = 2«jl- y-yỊ\-y 2y' + 3y —2 = Jĩ-ỹ 

- Tới đây minh suýt khóc cái vì cái phương trình siêu chuỗi này, nhưng hây nghĩ VẺ ước 

mơ đại học ncn ta sẽ huy động mọi thứ thầy ! . Từ nãy giờ cái điều kiện chưa động đcn 
y > 0 mà bây gió lại cỏ y < ]. Vậy ye [0:1] 


- De thầy VP đồng biên với đièu kiẹn trên, VT thì nghịch biển, các bạn tính đạo hàm ra sc 


JP r T 

thảy nên nêu phương trình có nghiệm thì sè là nghiệm duy nhât 



- Sau đó bầm Shift solve ơ,5 = 


Phai dàng biến X nhé - mã máy nó mặc định như vậy rối! 

- Ta đang tìm X trong khoáng [0:11 mà nên phái khỡi tại giá trị ban đáu X = 0,5 chãng 
hạn được X = 0,6 J 8033..... 

1' ■ hF 1 

- Ncu X nguyền thì xong rồi đó nhưng đãng này có vẽ không còn may mắn nữa. 

- Vậy Bộ giáo dục eo tình ra nghiệm lẽ dc làm khó ta. nhưng mình đầ có cách 

Ta thử bình phương nghiệm X đó lên xem có đẹp không nhưng câu trả lới là không! 

- Hi vọng nghiệm này không quá xấu, nó có dạng -—- là dạng nghiệm cùa phương 

c 


trình bác hai thì sẽ giãi quyêt được. 
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* Tư duy ở dây là: phương trình trên liêu bình phương lên sẽ ra bậc 4 đáy đú ncn có thê 
phân tích được thành : (x 3 + Sx+P)(x 2 +S’x + P'). Do đó la chi cẩn tìm được 1 nhân tứ 

(x' +Sx+pỊ là xong, vậy la cần tìm 3 ưong 4 nghiệm. 

- về tý thuycl là như vậy nhưng thực tế mình tìm cả 4 nghiệm luôn. 

- Bán clìầt của phương trinh ưcn là bậc 4 nên ta sc bình phương len đê mát càn rủi 
chuyển sang một vể. 

-Các bạn nhạp lại phương trình thành 

- Các bạn bấm dấu ‘để lưu phương 

- Sau đó bẩm Shift solve 0 = 

Máy báo x = 0,3228.... 

- Sau đó các bạn bấm RCL X Shift STO À để lưu nghiệm X vừa tìm dược vào A vậy là 
được 1 nghiệm, đề tìm nghiệm thừ 2 ta làm như sau: 

- Nhan nút đấy lên 2 lẩn đề tìm phương trình ta đà lưu 

- Dưa mũi ten ch i sang trái, sữa phương trình thành: _ 

ị{2 alphaX x 3 +3aĩphaX - 2) 1 - (1-aĩphaX)): (X - A) 

- Sau đó bẩm Shift solve 

- Máy hỏi A? 0,3228_thì các bạn bẩm dẩu = Máy hiện '‘Soíve for X" thì cầc bạn 

cùng an 0 = 

Máy báo X = 0,6180 

Các bạn ẩm phím đẩy sang trái rồi ấn = đểluu ỉại phtrơỉtg trình 

- Sau đó các bạn bấm RCL X Slìiít STO ĩỉ dồ lưu nghiệm X vừa tìm được vào B 

- Vậy đầ có nghiệm thủ 2. các bạn lại ân nút đẩy lên 2 lẩn, rồỉ đẩy sang trái để sứa 
phương trình tìm nghiệm thứ 3 các bạn lại sửa thành 

((2 alpha X X 2 +3 aípha X - 2) - - (1- alpha X)): (X - A)(X - B) 

Sau dó bẩm Siìiít solve s s 0= 

Dược nghiệm thứ 3 là ỉ x= -1,61803..... 

- Các bạn ấm phím đẩy sang trái rẩỉ ấn = dể lưu lại phương trình 

- Sau đó các bạn bấm RCL X Sliìft STO c đc lưu nghiệm X vừa tìm dược vào c 
Tương tự phương trình tìm nghiệm thử4: 

f(2 alpha X X 2 +3alpha X - 2) - - (1- alpha X)): (X - A)(X - B)(X - C) 

Sau đó bẩm Shỉft solve = = = 0= 

- Cấc bạn sẽ dược nghiệm thứ 4 là : X = -2,3228... 

Vậy ta đã dược 4 nghiệm là A, B, c, X 

- Ta biêt rõ ràng là nghiệm B = 0,618... là nghiệm cùa phương trình ban đâu nên ta sẽ xét 
các tích BA, BC, BX xem tích nào đẹp 

- Thẩy ngay: BC = - 1 vả B + c = -1 

Vậy phương trình chứa nghiệm B, c này là X 2 + x-1 ị định lý Vi-et đảữ) 

Đây chính ỉà cách phân tích phuoììg trình bậc 4 thành nhân tir với tnắy tỉnh 

Vậy ta sc cồ nhỏm đc xuất hiện nhân tứ này: với bài thi ỉà y 2 + y-1, ép nhân tứ như sau: 


(2 alpha X X 2 +3 alpha X - 2)- - (1 - aĩpha X) 
trình vào máy. 
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2>’ 2 + 3 ý - 2 = t/| - y 
« 2ịy i + V -1) ■+ y — — V = 0 

«Kr + y-lí + ^2lÌ = 0 


v + 


Vĩ 3 


>■ 


Á=> (y' + y -1)( 2 + - s = 0 


V + ^/r^y 

%/5-ỉ 


« y 1 +y ”1 = 0«> 


V = 


í.ím) —» X — 


^5 +1 


y = 


Các bạn tự ket luận nhé! 


Ví du 3: (KA - 20141 Giãi hc phương trình - 

x^/12-y + i/y(l2-x T ) = 12 

1 

X 3 —8x -1 = 2*jy — 2 


Hiĩớttg đần quy trình 

*Nhận xét chung: 

- Vần thay phương trình I dỗ xơi hơn, chừ phương trình 2 khó biền đỏi 


Cứ đặt diều điện cho lịch 


sự đă:- 
1 


2< V <12 

X 2 <12 


f Jr 

* Mình cho bảng kct quả bâiiì máy luôn 


Y 

2 

3 

4 

5 

6 

12 

0 

X 

3,16 

3 

2,828 

2,64 

2 44 

0 

3,464= VĨ2 


Nhản xét chung là Y tăng thì X giám 


- Với Y = 2, Y = 4, Y = 5, Y = 6 thì kct quả xẳu quá ta thứ bình phương len xem có sử 


dụng được không 


Y 

2 

iu 

3 

4 

5 

6 

12 

0 

X 1 

9.9999 

9 

8 

7 

6 

0 

12 


- Tính tới 2,3 kêt quả đâu đà thây sỏ mình may rôL Các cụ phù hộ thì phãi khác chứ 

- Nhận thầy y+x 2 -12. Cãn cừ vào phương trình 1 thì sc là V=12 - X 2 


- Làm sao đê chứng minh điều này, dẻ thây không the phàn thích thành nhân tư như bài 
trước được. Giờ chi còn hàm sồ và đánh giá mà thôi 

- Hàm sỏ thi có tích X nhân y thổ kia thi khó, chia đi thì vướng sổ 12 bcn về phái 

- Vậy thứ đánh giấ, mà có 2 cái tích thì chi có Cô - si thôi 
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- Thế la dùng máy thứ luôn cho nhanh nhe, Chúng ta dùng mình nâng CALC ‘*iã chồng" 
của SLOVE. 


* Các bạn nhập nguyên vc trái vào: XyỊĨ 2-y+^/y(12-i 2 ) 

Alplia X T 12 - alpha Y + alpha Y - (12 - alpha X _r) 
Sau đó các bạn bầm CALC 

- Máy hỏi ià X? cho X bằng mẩy '? bạn nhập 1 = 

- Máy lạí hói Y? cho Y bẩng mẩy ? bạn nhập vào là 11 hoặc tùy ý 


X 

1 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

Y 

lơ 

11 

10 

11 

8 

11 


Giá trt hàm 

H 

11,9 

12 

11,7 

11,38 

10,89 

8,7 

error 


- Ta nhận thây VT < 12 = VP vậy đánh giá là phương pháp đúng đãn, hehe ĩ 

- Áp dụng Bầl đẳng thức Cô - sí ta dược: 


- Dấu 


.. FC\ T7 . C7T ^ X 2 + (L2— y) ( y + (l2-x 2 ) 
X-ỰI2-y + yy(12 —X )<---+--- 


xảy ra khi 


X > tí 


. X = J\2~ V í 

y = l2-.r 1 y = 1 - — -V 



- The vào phương trình 2 ta được: X 3 -8.V- 1 - 2V1O” X 1 

- Lại bâni máy xem có nghiệm nguyên không não, có thì coi như xong 

- Các bạn bắm như sau: Alpha X Shĩtt X 1 -8 Alpha X-l = 2 >r 10 - alpha X X 2 

- Sau đó ấn Shiíl Solve 9 = 

ịtìếu cắc hùn ẩn 0 — sẽ bị ra nghiệm - /, nên phai ân 9 — để tìm nghiệm dương - xem 
ìhễm cách 3 nhé). 

- Ra được X = 3, lởi đây có thc mim cưới được rồi, các cụ phù hộ cho con cháu ròi ! 

- Ta sẽ bicn đồi theo X - 3 = 0. Thâi vậy : 

- 8jc- 1 = l^ỊỉŨ-x 1 -í=> {x* - 8 j-3)+2(1- yỊŨTCry = 0 


- Ta ghép 1 vơi \ỊìŨ-T vi khĩ nhân liên hợp nó xuất hỉện ^-9 = (jr-3)(jf + 3) 

- Tới đây các bạn vào máy giãi phương trình bậc 3 kia xem được nghiệm gì nhé, đừng nói 
là bạn không bièt bầm máy cái này 1 Được X = 3 và 2 nghiệm xấu òm nhưng không sao, 
vậy là oke rôí 

- Bạn tícn hành chia jc 3 -8x- 3 cho (x - 3) được X 2 +3jr+l 
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vậy ta có: 


ix-3ỵj^ + 3x+ 1) + 2f 1 - VlO- r ) = Ồ 

x ĩ -Q 

<=> (x-3)(x 2 + 3x +1) +2,— , = 0 


1 + 


VlO-.r 2 


í=M.t-3) 


2 -5. 2(.r+3) 

X + 3.V +■1 + — v ' 

1 + VIO 


= 0 


B "1 

- Ta có JC > 0 nen cái hàm còng kcnh này X + 3x + i + 


X 

2(jr+3) 


I WiO~jr 


>0 


Do đó phương trình có nghiệm duy nhai X = y = 3 
Ví dụ 4: (Trích đc thi thử THPT Quổc gia - 2015 - SGD Thành phố HCM): 


Giái hệ phương trình 


_2 

ịiỊỸ+ủ +— = ỷ +2ựx-2 (ỉ) 

1 ' X 

X-T y 2 . 

X +——-+— = Y +y {2) 

V X 


//wớíf£ d(ỉ/í quy trình 

- Khi nhìn vào 2 phương trình này thì ta thảy phương trình sô 2 dc bĩcn đỏi hơn phương 
trình 1, bạn nào không nhìn ra điều này thì đi thữcă 2 phương trình cùng được, 

Điểu kỉệrt; X > 2;y>0 

X —I Y n 

- Các bạn nhặp phương trình: x+——+—=y+y như sau: 

y X 

A1 , AlphaX-l AlphaY 2 . . v 

Alpha X + _ _ ——— + — - — Alpha Y X + Alpha Y 

AlphaY AlphaX 

Sau dó các bạn bấm: ShifẺ Soỉve máy sẽ hiện “ Y?" các bạn nhập 1 = 

- Máy sẽ hiện “ Solve fbr X” tức ]à khai báo giá trị ban đàu của X, 

- Các bạn bấm " 0 - ” . Máy sẽ trả về gíá trị nghiệm X = 0,5. vậy Y = I thì X = 0,5 

- DỂ tìm nghiệm tiếp với Y = 2 thì các bạn bẩm : Shíft Sũlve máy sc hiện “ YT" các bạn 
nhập 2 = 


Y 

1 

7 

3 

4 

5 

X 

0,5 

0,333.*. = — 

0,25 = - 

0,2 = - 

0,1666... = — 


3 

4 

5 

6 


À í 

- Dựa vào băng, ta thây xuat hiện quy luật: X = <=> XY +x-1 = 0. 


Ta sc cp dổ xuầt hiện nhân tử trôn như sau: 




























Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


X”1 . y 2 , .. _ xy + x-1 y 2 
X +——- +— = y + y <=> — ——-+ — — y — y = 0 

y * y * 

4=> (xy + X — l)x + y z — y J x —xy 2 =Oo(xy+x-1} X — y z (xy+ X —1)= 0 

«■ ( xy+ X — 1) (X — y z “ o) (3) 

- Rât may ỡ bài này chúng ta không bị nhiều bơi nhân tử X - y" như ỡ bài L 

- Vớí X >2.y>0=> xy+x-l>0 nền từ (3) ta có X = y 2 the vào phương trình (1) la có: 


{yfỹ + l) +1 = y 2 + 2^/y z - 2 <=? (ựỹ+l) =ịy 2 -l^ + lìỊp -2 + 1 


<=> 




- 2 + ] ^Ịỹ=-ỊpT] 


<=> y" — y - 2 = 0 <=> 


y = —1 < 0 
y = 2 n> X =4 


Vậy hộ có nghiệm duy nhẩt (4:2) 


Dạng 2: CÁC Mỗĩ QUAN HỆ ĐƯỢC RÚT RA TỪ KẾT HỢP 2 PHƯƠNG TRÌNH 


\ í du 1: Giải hc phương trình ' 

2(x + y) J +4xy—3 = 0(1) 


1 

(x + y) — 2x z -4xy + 2y z + x —3y + l=0 (2ỉ 


ỉỉiràitị* Ạí/I quy trinh 

Đê xử lý dạng này, thì phải cộng (trừ) (1) vời (2) nhân với k. đơn giản nhầt là 
k = 1, có những bài phái cộng (trử) di k = 1,2,3,4,5... nhưng dạng này bây giờ khá hiểm. 


vì cũng khá ]à khó. o đây ta có: 

(x + y)*-2x 2 -4xy + 2y 1 + x-3y + l + kĨ2(x+y) ĩ +4xy-3l = 0 


- Các bạn cử thử k = 1.2,3,4,5... hoặc ™];~2;™3;™4;™5:.... cho tới Y nguyên thì X nguyên 
nhé. Ta được báng giá tn sau: _ 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

1 

0 

-1 





- De thấy quy luật X + y — 1. Ta hiến đồi như sau: 

(x + y }* — 2x 2 — 4xy + 2y z + x-3y+l + ^2(x + y) i + 4xy — 3 I = 0 

(x + y) J + 2(x + y ) 3 — 2x z +2y z + X— 3y—2 = 0 


»(x + y) 3 (x + y —l) + 3Í(x + y) 3 -1 j- 2x : +2(y 2 —2y+ 1) +{x + y — I) = 0 
«-(x + y) 3 (x + y-l) + 3[(x + y) 3 -l]-2[x z -(y-l) z ]+(x + y-l) = 0 
<=> (X +y-l)j(x + y) 1 + 3^(X + y 1" +(x + y)+12(x — 1 + 1) + lỊ = 0 
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*>u+y- *>{( X + y) 3 +3( X + y)^ +2 + X + 5y} = 0 
'(x + y-l)=Q(3) 

_{x + y ) 3 + 3( X + y) 2 + 2 + X + 5y = tì (4) 

Lẩy 2.(4) - (1) được: 

ó(x + y) 2 + 2x + lOy+4-4xy+3 = 0 ^6(x : + 2xy+y 3 )-4xy + 2x + 10y+7 


5x 2 +8xy+“y’ + (x"+2x + l}+ 




14 , /25^" 

LV+IƠỴ+ Ịt 

5 - [ì4 




X + —— y 




_4 

£ 


\2 

í iỉ 

ÍĨ4 25 

2 


+ (x + l) + 

J 

J 7y + “7 

■+ 6 ' 

u J 

\ 5 4 



J 


= 0 


+ 7 ■— 1 — 


25 




14 


= 0 


= 0 


- Do VT > 0 nên phương trình này vô nghiệm. 

11 

-Vậy x + y-l = 0 thay vào (l) được: 2 + 4x(l —x)-3—0<=>x =^ = 


> y — — 
2 2 


. . 1 

Vậy hệ có nghiệm duy nhầt là x = y = Ỷ 


(hùi này cúc hạn có thê tham khao thêm phương pháp đánh giá) 


Ví dụ 2: Giái hẹ phương trình 


2x 2 -llx — 2y+9 = 0(1) 

4x : -22x + 21 + y 3 + 3y 2 + y = Ị2x + 1 )yỊ2\-l (2) 


ỉỉtrớng dàtỉ quy trình 

- Gợi ý: Bẩm máy cả 2 phương trình Y nguyên X ra lẽ -> ngn 
phương trình 

- Lẩy (2) - k.ị 1) bấm máy với k= 1.23.4.... và Y = 0 
4x -22x + 21+y 3 + 3y 2 + y-(2x + l)V2x M - k (2x 2 -1 Ix - 2y + 9) = 0 

- Với k =L Y = 0 —* ra X = 9,... ra nghiêm xấu 

- Với k = 2, Y= 0...... X = l quá đẹp, thử tiếp Y = ] được X =■ 2,5 

'L 


■ 

nghỉ tởĩ dạng 2: kêt hợp 2 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

1 

2,5 

5 

8.5 

13 



- Chú ý là bài có căn thì phái bẩm luôn với X như vậy xem căn băng bao nhiều có đẹp 
không? 

- Dẻ dàng suy ra được: y + 1 = v2x — 1 (muốn ckứng minh điểu này thì chi cỏ dùng hàm sổ 

thối), để ý vào phương trình nhé, co ép sao về dạng hàm. thưởng ngươi ta cùng sc gợi ý 
cho mình cử X, y độc lập 2 VẾ thì nghĩ tơi hàm sỏ đâu tìcn nhé. 

- Lẩy (2) - 2.( l) ta được: 

y 3 +-V+5y+3=(2x + l)/2x-l 

<=> Ịy 3 +3y ĩ + 3y + ]j + 2(y + l) = (2x — I )hỈ2x~~ì + — 1 

<=> (y +1} 3 + 2 (y +1)«(>/2x -1) + 2^2x -1 

- Xét hàm f(t) = í 3 + 2t là xong, phân còn lại các bạn tự lãm nhé. 
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* Chú ý: Dang 2 này mình chi mà rộng thêm còn chu yểu anh tập chung vào dạng ỉ I'í 
cứ tới 90% các hệ trong để í hi thừ Vứ DH đều ơ dạng 1. minh chứng ià các ví dụ sau đây: 


Ví dụ 3: (KA-2013) Giái hệ phưong (rình 


Vx+Ĩ + TCÃ ~«ỊỹT-2 = y (l) 

X 2 + 2x(y -1)+ y 2 — 6y+1 = 0 (2) 


tí trông dẫn quy trình 


- Đièu kiện X > I 

- Ta có báng kết quá với phương trình Vx + I + - ^/y*+2 ~y (]) 

Y I 0 I I I 2 I 3 I 4 I 5 

ViT I t - 1 *~a 0^1 *%C~I 


- Dự đoán y = ịịx-i 

-Từ đó các cm kềt hợp vời pp hàm sổ là ra dỡ (x, V đứng độc ỉập nên nghĩ tới hàm sổ ì. 

- Ta biến đổi phương ưình 1 thành: JỊ-Vx-iỊ +2 + >/x-l = lỊp +2 + y 

- Xét hàm: f(t) = Vt +2 + t.t>0=> f > (t)= . + l>Q,Vt>Q 

dt* + 2 

—■ do đó hàm dồng biốn nên y - iỊx-ĩ 

Thẻ vào phương trình (2) ta được: y(y 7 + 2y í + y-4) =0 (3) 

- Xét hàm g(y) = y 7 + 2y* + y-4=>g'ĩy) = 7y 6 +8y J + l>0 với y >0 

- De thây g(l) = 0 nên plurơng trình (3) có 2 nghiệm là y = 0 và y = 1 suy ra X = 1 vằ 
X = 2 . Vậy hệ cổ 2 nghiệm là (1 ; 0) và (2 ; 1) 


Ví dụ 4: (KB-2013) Gìài hệ phương trình 


2x z + y 2 -3xy+3x-2y+1 = 0(1) 

4x : -y 2 + X + 4 = ^2x + y + yỊx + 4y (2) 


tí tráng dãn quy trình 

i-r-1 ĩ I 1 1 íi . «i 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

-0,5 

ữ 

0,5 

1 

1.5 

2 


là được, thật vậy: 

2x 2 + y 1 - 3xy+3x ” 2y+1 = 0 

<=> x(2x-ỵ + l)-2xy + 2x-2y + y 2 + l=0 
x(2x — y + l)- y(2x -y + I) + 2x —y + l = 0 
<=> íx —y + l)(2x —y + ])=0 

Ớ đây có 1 phẩn tư gáy nhiẻti là X - y + 1 nhưng mà cùng may là không ánh hướng lúc 

y — X + 1 

y = 2x + l 

* Với y = X + 1 thay vào phương trình (2) ta có: 3x 2 -X +3 = y3xTĨ + V^x+4 


ta bẩm máy, Vậy : 


Các bạn bẩm được ra 2 nghiẹm là X = 0 và X = 1 chĩ cẩn khới tạo giá trf ban đâu là 


“-9 =” và “9 =*' các bạn se tim được 2 nghiệm này vậy sc có nhân tif" X 2 -X 


■it 
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- Ta phân tích thành: 


3(x 2 -x) + (x + l-V3x+]W(x+2-V5x + 4) = 0 


w 


(x 2 -x) 3+ V + -— V 

x+]+v3x + l X+2 + V5-X+4. 


= 0 


X =0« 


X =1 
X = 0 


Vậy ta tim được 2 nghiệm là (0 í 1) và (1 ; 2) 

* Với y = 2x + 1 thay vào phương trình (2) được: 

3-3x = V4x + ỉ +*j9x+4 làm tương lự như trên được; 
Vậy hệ có 2 nghiệm là (0; 1) và (I ; 2) 


3+ 




4 . 9 > 

- - - 1 ^ - - - 

V4x+]+I y9x+4+2j 


—0<=>x=ũ 



X 3 -3x 2 — 9x+22 = y 3 + 3y 2 —9y ( 1 J 

Ví dụ 5: (KA-2ŨỈ2) Giãi hẹ phương trình i 

, , 1 
x+y-x + y = T' (2) 

L ■ỉ' 


1 tướng ẩấn quy trinh 
Gợi ý: 

- Báng kct quá với phương trình l: X' - 3x : - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 ~9y 11} như sau: 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

100 

X 

2 

3 

1,79 hoặc 4 

-1 hoặc 5 


102 


- Bài này cùng có phân tử gây nhiều cho việc bẩm máy, nhưng la vần tìm được là có nhân 
từ: X = y + 2 hoặc X - 1= y + 3 hoặc X - 2 = y hoặc X - 1 = y + 1 (căn cứ vào bài mà cltữỉĩ 
moi quan hệ thích hợp) 

- Rõ ràng X và y độc lập với nhau nên nghĩ nay tới phương pháp hàm sỏ, các bạn biên 
đổi thành: 

(x 3 -3x 2 + 3x — lỊ— 12{x — 1) = (y 3 + 3y 2 + 3y + lj—12(y+1) 
»(x-]) 3 -l2(x™]) = (y+lf+(y + í) 

- Để xét hàm thì các bạn phái chú ý vào đoạn mà ta cần xét nhó, ở đây phái bám vào 

phương trình (2), BGD giãi khá chi tiết rồi, nừnh chi định hương cho các bạn thôi. _ 


Ví dụ 6: (KA-2011) Giải hệ phương trình 


5x'y—4xy 2 + 3y 3 ~2(x+yỊ-0{l) 
xy(x : + y 2 ) + 2 = (x + y) 2 (2) 


Hưòtíg à thi quy trình 

_ ■ -ý-. 

Gợi ý: 

- Báng kềl quá với phương trình (2): xy (X 2 + y 2 ) + 2 = (x + y) 


Y 

Q 

I 

2 

3 

4 

5 

X 

-1,4141 

I 

0,5 

1 

3 

1 

4 

I 

5 


J - - J : 2 . L 

- Rò ràng ta thầy phương trình có nhân tứ (xy -1) ta sc co tính nhóm đc xuảt hiện nó: 
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(xy-l)(x 2 +y 2 )-(x 2 +y)+2-(x+y) 2 =Q 
<^(xy-l)(x 2 + y 2 ) + 2(I-xy)=0 
**(xy-l)(x 2 + y 2 -2) = 0 

+ TH 1: xy = 1 : Các bạn tự làm vì đơn giãn 

+TH 2 : x : + Ỵ 2 = 2 thay vào (]) được : 3y(x 2 + y'Ị-4xy 2 +2x 2 ỷ-2(x + y)-0 
- Các bạn bẩm máy đc tìm quy luật cúa phương trình này : 6y-4xy 2 +■ 2x : y - 2( X + y) = 0 


Y 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

0 

1 

0,5 

1 

3 

1 

4 

1 

5 


- Vậy ỉại cỏ nhân tứ (xy -l) = ũ, ta sc lại cp nhân tứ: 

6y-4xy'+2x 2 y-2(x+y)=0 

<=> —2xy 2 + x : y — X + 2y = 0 
o -2y(xy-l) + x(xy-i) = 0 

<=> (X - 2y) (xy — 1) = 0 


Tới dãy thì đe rồi, còn lại các bạn tự bĩcn đổi ticp nhế. 



// irứitg dẫn quy trình (Dây là câu lờ đì êm cua đề ĐH 20 ì 0) 

5 .3 

- ĐK: y<ị,x<ị 

7 2 4 

- Báng kct quã với phương trìiih (1): <4.v 2 + l).ĩ + (y - 3)^/5 - 2 V = 0 


Y 

0 

0 

2 

3 

-1 

-2 

X 

1,11 

0,866 

0,5 

1/3 

1,3228 

1,5 


5 

3 

l 


7 

9 

"1 

X 

— 



Can't Sữlve 




4 

4 

4 


4 

4 


- Dự đoán: X' = * ^ hoặc 2.V = ^5 - 2y 

4 

- Dê ý 2 vể X, y hoàn toàn độc lập nôn ta sc lại áp dựng phương pháp hàm sổ: 

__ -,x Ỉ5—2\ 

(4 X 1 + l)x + (y - 3)^/5 - 2y = 0 ** [(2x) 1 + l]ệ=[(5 - 2y) +1] 

■Ámm ill 

- Xét hàm: fịt) = ịr 1 4-1)^- = ị-(t 3 + /) hàm này đong bicn biến ưên do f(t) > 0 

_ 2 
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!.ĩ = - 2 } 


V <=ì> 


X>Q 

x = 5 — 2y 


H 

V = * thể vào (2) 


4x z + 


f5 . y 
—— 2x z 


v2 


+ 2>/3—4x —7 = 0(3) 




Xét hàm Jị (a) = 4x 2 + 


fs 


— 2.r" 


V 


+ 2^3-40-7 trên đoạn 


0, 


= Sx-8x 


(5 


~-2x J - ' 

2 ) V3-4.V 


.ĩ 2 -3>- 


4 


^ 3 - 4.1 


f r 

< 0 nên hàm sô nghịch biên. 


Mà g (-Ị-) = 0 nên X = — là nghiệm duy nhất của (3) 


2 


1 


- Với X = ^ => y = 2. Vậv liệ cỏ nghiệm duy nhẩt là 


1 \ 


;2 


2 V2 J 

* Mở rộngĩ Ngoài giải hệ phương trinh, máy tính FX - 57(1 ES PLUS còn hỗ trợ rât Lối 
trong việc giải bât phương trình và phương trình bác cao cũng như phương trình vô tỷ: 

Sau đầy mình muốn bồ sung thêm 1 bài như vạy: _ 

Ví dụ 8: Trích để thí thứTHPT chuyên Vinh lần 3 - 2015 ngày 17/5/2015 

Giãi bất phương trình: 3(.v : - Ỉ)*j2x+Ĩ < 2(jc 3 -X 1 ) 


Hướng dân quy Ị rinh 

- ĐK: .v>|,tứ(D<=>(jr-l)[ĩ(.ĩ + l)V2.v + l -2jr]<0 

- Bẩm máy giái nghiệm của phương trình: 3(x + Ỉ}q2x + Ĩ - ĩx 1 

- Dược 2 nghiệin là X = 6,464... và X = -0,464... 

- Các bạn ĩưu ý và À và 13, đề ý rẳng AB = -3 và A + B = ó nền chắc 

X 2 -6x-3. Ta sc cồ gẳng ép đê có nhân từ: 

3{.r+l)V2x+l-2.v z 

= ĩ(x +1 W2r +1 - 2í.r : - 6 jc - 3) - <12jc + 6) 

-%J2x + Ĩ{x + ì-2J2ĨTĨ)-2{x 2 -6.V-3) 

/ÍTTT u +1)“ - 4í2x +1) „ 

= 3v 2x +1 - . - 2(x - 6jc - 3) 

-V +1 + 2 -J 2x + ] 


chẩn có nhân tử 



X 1 -ÓA - 3 


Y + ] —— ^ = - 2(.v- - 6.V - 3) 

X+1+2V2X + 1 


- Vậy ta có: 


, . 3Jĩx + 1 

- 1K* - 6x - 3 X- // - 2 < 0 

-V +1 + 2V2.r +1 

» (x - l)(_v- - 6x - 3) - Tĩx+ĩ - 2(x + 1)] < 0 
<=> ịx - ]}{x 2 - 6x - 3) - (2jc+1) - V2.V + 1 -1] < 0 

1 I 1 _ , I V . i í I a 1!_ ỉ ĩ^TTT~ĩ ■ 1 1 


MỈẸ — (2 X +1) ™ +1 — ] = 4 1) V 2.\ +1 +1|‘= — 


iTTx + I + — r + — 

4 


2 


<0 


(.V — I )(x 2 — ó.r — 3) > 0 
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- Tới. đây thì các bạn biểu dicn 3 nghiêm ưên 2 trục số: 

-DO + + +QC' 

» • ề _ - 

■ 3-2^3 I ■ 3+2^3 

- Tử sơ đồ xét dâu và điều kiện ta có: 

< x — 2 « Jte{3 — 2^3:0 u (3 + 2^/3;+«*) 

u(3 +2'V3:+ea} 

Vậy tập nghiệm của BPT là: T = 0~2a/3;1)u(3 + 2-/3;+‘») 

Ngoài ra còn ỉ cách cũng khá hay nữa đira phtroìtg trình vể bậc 4 vì bán chất 
khỉ bình phương lên nó ra bậc 4 mà các bạn ỉàm nhtr phần mình hirớng dẫn hệ khối 
B- 2014 để tìm 4 nghiệm ịơ bài này có 2 thôi , sau khi tim ra được 2 nghiệm các bạn \ư 
dụng Vĩ-et đao ra 1 phương trình hậc 2, lấy phương trĩnh bậc 4 han đầu chiu cho phương 
trình bậc 2 này íà được phương trình bậc 2 w> nghiệm còn tạt nhé) 

Hx+lhỉĩĩ+ỉ-lx 2 =Q 

3(a + J)V2jc+1 — 2 x z 

=>. 9(x + L) 2 (2í +1) — 4x 4 

<=? 9(JC~ + 2_t + l)( 2x + 1) = 4jf J 

<=> 9(2 r 2 + 5.V 2 + 4x +1) = 4x A 

<=> ~Ax* +18x 5 + 45x 2 + 3ÓX+9=0 

«(x 2 - 6x - 3X-4-* 2 - 6x- 3) = Q 

- Từ đây ta thấy: 3(x + l)V2x+l - 2x 2 <=? (x 2 -6x-3X-*4x -6x -3) 

Vậy kct hợp vói đề bài ta sẽ có: 

<=* (A" — I)(.r z — 6x — 3X—4*■ — 6* — 3) <0 +3 (x—IHx 2 — 6x—3) > 0 
Ta kct luận tương !ự như trên. 


Tiếp theo tà phẩn phương trình vô tý, vì ià trong phần hệ mình đã nói kỹ phần 
giát phương trinh vô tý ra nghiệm đẹp rồi và phương trình vô tý chi có ỉ căn thức 
nghiệm xẩu, bây già mình minh họa bài chúa 2 căn nhung nghiệm xấu cà thê coi ià 
bại khó nhất người ta ra trong đề thi rồi, chứ nhiều căn mà có nghiệm đẹp như đề 
khữ[ D-2i)ỉ4 thì quá đơn gỉan __ 

Ví dụ 9: Giải phương trình vô tỷ cua Sở GD Bẳc Ninh thi ngày 21/5/2015 
Giài phương trình: 3V s.x + 4 + 3V-Ĩ + 4 +4x 2 -18x -12 = 0 

ỉ ỉ trong dan quy trình 

Minh nghĩ đây là dạng khó nhầt người ta có thê ra rồi. chú ỵcu mình đưa câu này 
vào dê trình bày 3 kỹ thuật chính tìm phương trình chừa nghiệm xầu hoặc tìm biêu thức 
ghép liên hợp, chứ thi niình nghĩ không ra khó tớĩ mừc này. 

- Các bạn cứ đặt DK đàng hoàng đã: X > 

- Bẩm máy thôi: các bạn nhâp phương trình: 3V5Ã + 4 + _Wx + 4 + 4j 3 -1&X-12 này vào, 
bẩm dẩu “=” đổ lưu lại đâ. 
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- Tiếp theo các bạn bâm Sliitt Sơtve 0 - 

- Máy cho ra luôn nghiệm X = 0, ta cân tìm tảt cà các nghiệm* như mình đâ hưởng dẫn ớ 

đểKB-2ơl4đó. 

-Sứa phương trình thành (3V5x + 4 + _Wx+4 +4x : -18x—12):X 

- Ticp theo các em bấm Shỉft Soỉve = được X = 3,797... 

Các bạn iiru nghiệm này vào A 

- Rồi lại sửa thành (3>/5x4Ã+3Vx"+4+4x 2 -líbL-12):X(X-Ạ) 

- Tiếp theo các ban bấm Shlft Solve = = cùng hơi lảu máy báo X = nghiệm này 

xấp xí nghiệm 0, lức là vô nghiệm. 

- Vậy ta chi có 2 nghiệm thôi, làm sao đè tìm được nghiệm lé nừa kct hợp với nghiệm lẽ 
kia đê áp dụng Vi-ct đáo. đê ôm ra phương trình bậc 2 chửa nghiệm đóV 

Phương trình vô tỷ họ rẩt hay cho I nghiệm lè, 1 nghiệm dẹp, 1 nghiệm lẽ bi loại 
do điều kiẹn nham gây khó khàn cho chúng ta. 

* Cách 1: Mò phương trình tạo ra nghiệm lẽ kia: 

- Nghĩẹm đó là nghiệm của I phương trinh bậc 2 nào đó luôn có dạng : ax 2 + bx + c = 0 

- Thông thướng a =1, c nguyên nẽn chú yổu là ta sc tìm b 

- Ta đa lưu nghiệm lc vào A, bây gìớ ta lưu lại vào X bảng cách RCL A Shỉít STO X 

- Các bạn nhập như sau : X 2 + BX: B = B + ì 

- Nhập như sau : Alpha X X 2 + Alpha B Alpha X Alpha: Alpha B Alpha = Alpha B + 1 Alpha 

- Sau đó bầm CALC : 

-Máyhiện X?3,79. w. Các bạnần = 

- Máy hiện B? . Các bạn ẩn -9 = 

- Sau đó cảe bạn lại ẩn “=** cho tới khi nào các bạn nhìn thày x z + BX là một sô nguyên 
Ờ đây mình bấm được là B =-3 khi đó X 2 + BX = 3 

Vậy ta có x : -3x-3-0 là nhân tử cân tìm. 

Ta cũng Cữ thê đùng tính năng tahỉe cho nhanh - các bạn vào: Mode 7 


- Máy hiện f<XI = các bạn nhập : A 2 + XA (X sẽ chạy mà, A là nghiệm) rồi ấn = 

- Máy hiện Start ? các bạn bậm -9 = (hắt đầu) 

- Máy hiện Ênd ? Các bạn hạm 9 = (Kết thúc) 

- Máy hiện Step ? Các bạn bầm i = (liước nháy ví dụ từ 2 —>3 thì birớc nháy là 1) 

+ Nhìn vào băng ta thấy luôn X = -3 thì f(x> = 3 vậy f(x) = A 2 -3A=3 
+ Vậy ta có x 2 -3x-3=íl là nhân tư cẩn tìm 

Ncu mà không có giá m đẹp [hì các bạn lại sữa thành : 2A Z +XA,3A 2 +XÀ mò mà. 

keke, nhưng thướng như mình nói thôi hệ sô cùa X 2 là 1. 

* Cách 2: Mỏ bièu thức đc ghcp liên hợp: Các bài toán ve cản như trên thường là ghép 
liên hợp, nhưng van đe là ghép vởi sô nào ? 

Dạng chính lã: + ^ +h ta pjj^i đĩ tìm a, b, a\ b’ như sau: 

(vx+4 =a'x + b‘ 
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- Ta có y5x + 4 = ax + b (cái này đê tí ghép liên hợp đó) 


- Ta lại 1 Ĩ 1 Ò VSx + 4-ax khi nào nguyền thì dứng, ờ đây ta dò được ngay a = ỉ, khi đó 
>/5x + 4 - ax — ] 

- Lưu ý ]à phái lưu nghiệm A = 3,79... sang nghiệm X = 3,79... nhó, xong bẩm tưoiig tự 
V* + 4 ” X —— 1. 


Vậy ta có 


■^5x + 4 — IX +1) = 
V5x + 4 — (x — 1) = 


5x +4— (x 2 + 2x + l 
v5x + 4+(x + l) 
5x+4-(x 2 ~2x+1 
■v/^x +-4(X 4 " 1) 


-(x ĩ +3x-3) 
%/5x +4+ (x +1) 
-Ịx 2 —3x -3) 
i/5x + 4 +(x + 1) 


Thây lợi hại chưa các bạn. mới đâu cũng sc thây hoi khó khăn 


* Cách 3: Dao dâu : Mò nghiệm ngoại lai —» phương trình nhân tử 

Cơ sở cùú phtrơng pháp này ỉ ù khi ta nhân ỉìêrt hợp, hình phương các kiêu .... 

Bàn chất vẫn ỉầ từ vã —> a tức là +w - 4 ® cát này tàmxuât hiện nghiệm ngoại la ĩ, muốn 
Ịọaì nghiệm ngoại lúi ta két hợp với ÙK ban đầu là ví lYĨv. Tửc là trơng quả trình hình 
phương hay nhân liến hợp vô tình tình đã tũù ra thêm phần tư âm từ ỉ phần tư dttơtìg có 
giá triệt tuyệt đoi như nhau nhtũìg ỉdĩác dấu, hơi khó hiểu nhi. 


- Tửc là 



hicu don gián là như vậy 


- Bởi vậy muồn tìm nghiêm ngoại lai đó chi cẩn giài các phương trình ngoại lai, nghiệm 
ngoại lai chi có tác dựng ho trợ việc giải phương trinh mà không phái là nghlcm chính 
thong. 

, Ị - / ™n/5x + 4 _ Ị - / —yị X +4 

Ta có: y5x + 4 =»5x+4{ __ vàVx + 4-»x+4( r _ 

\-j5x + 4 ỵ\Ị X + 4 

- Nghiệm ngoại lai đẻ mà kct hợp được với nghiệm X = 3,797.ra đẹp sc là nghiệm của 

1 trong số các phương trình ngại lai sau: 

-3>/5Ã+4 + _Vx +4 +4x 2 —18x—12 —0 <1> 

■ 3V5.X + 4 -3Vx + 4 +4x : -I8x-Ỉ2 = 0 (2) 

-SyĨ5x + 4 - 3 Vx + 4 +4x 2 —J8x—12 —0 (3) 

1 u 

- Các bạn lần lượt bẩm nghiệm cùa phương trình (1), (2), (3) ra rồỉ nhân với 

X = 3,797.đà lun ở A xem cái nào dẹp là nhận. 
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+ (i) có nghiệm : X = 5,402... lưu vào B, nghiệm X = - 0.5022.... Lưu vào c, có 2 
nghiệm đó thôi thử tích AB, ÀC xem có đẹp không? Không dẹp thà sang phương trình (2) 
+ (2) có lìghỉệm X = - 0,7696...... lưu vào 13, nghiệm X = - 0,79128.... Lưu vào c, 

nghiệm X = 6,76.lưu vào D hct nghiệm roi, bây giơ ía xct các tích ÁB, AC, AD 

Thay ngay tích AC s -3 thừ A + c = 3 
+ (3) Không cần giải nữa 

- Vậy ta có luôn phương trình chửa I nghiệm cùa phương trình ban đẩu và nghiệm ngoại 
Ịai là X : - 3x—3—0 

- Trong các cách này mình tháy nhanh nhát là cách 2, nhưng cân nhạy bón một chút, ưâu 
bò nỉiảt là cách 3 nhưng mà chẳc ăn, vừa vừa thì dừng cách ] cũng được. 

Vậy là ta dã xác định được có nhân tứ X 2 -3x -3 -0 bảy giở xác định lượng liên hợp cẩn 
ghép với các căn đc ra dược bìcu thửc này (đôi với cách 1+3) chứ còn cách 2 thì xác 
đinh sẵn rồi còn đáu. 

- Dùng luôn kổt quá của cách 2 ta ghép như sau: 

3'/í X + 4 + 3 *Jx + 4 +4x 2 — I8x — 12 = 0 
«3[^x+4-(x+l)]+3[ 1 /x + 4-(x-l)] + 4(x ĩ -3x-3)=0 

=> + 4(V -3x-3)=0 

x+l + v5x+4 X — l+Vx + 4 

d (x 2 ”3x-3)Ị4- --—^ 7 ===-- —^7 I = 0 

V x + I+V-Sx+4 x-l + Vx+4? 

"x i -3x-3 = 0 

<=> , , , 3 3 

g(x) = 4-- — , - ,-- = 0 

x + l + v5x+4 X — I + VX + 4 


- Ta có: 

3 {, 5 

gOO=;- 1 +—J= 

íx + l + J 5 x +4 V 2 ^ 5x 


H 2yỊSx+4j (x-l+Vx+4) 1 


1 Y -4 

1 + --— , >0. Vx >-— 

X-I+VI+ 4 / 5 


Mà g(0) = 0 -+ X = 0 là ỉ nghiệm duy nhải của g(x> 


Với : X 2 -3x-3 = ũ í=> X = -— thử lại chi có nghiệm X = thõa mân 

jLj _ 

3 + Tĩi 

■ I A I t I Ỷ V —L ị <■ A | 4 A -L — " I Y u J 


3+ì/ĩĩ 


Vậy phương trinh chỉ cõ 2 nghiệm ià : X = 0 và x = —- 
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Ví dụ 10: Giãi hệ phương trình 


V(4y 2 +l)+2(x 2 + l)^ = 6(1) 
X 2 y ị 2 + 2^4y" +1Ị = x + >/x 2 +1 (2) 


lỉiróiig tín tỉ quy trình 

r 

- Bàm máy thây phương trinh (1) nghiệm quá lẽ. 

■ — a. J X J J a. _ 


Y 

0 

1 

2 

3 

X 

(chở quá láu) 

0.5 = — 

2 

0,25=- 

4 

1 

6 


* . ] 

- Dê dàng thảy XY = — <=£ 2XY = 1 => Cũ các khá năng sau : 


2xy —1 = 0 

2y=7 

X 


- Cơ sớ để nghĩ tới 2y 7 Các bạn đề ý một chút ở phương trình (2) sẽ Củ 2 vế X. y gẩn như 

“độc lập” và hơi gần có dạng giống nhau là t+yr+7 => nó gợi ý ta dùng phương pháp 
hàm sổ* 

- Tuy nhiên ớ đây, tác giã sẽ hướng dần bạn theo cách ép nhân tứ 2xy -1 = 0 như sau: 

x 2 v[2 + 2rj4y 2 +1) = X + TT +1 2x : y + 2x 2 y^/4y 2 + I = X + yfx m 

r—— Ị—— _ , 4xV(4y 2 +i)-(x i + ]| 

<=> X (2xy — I) + 2x J y-ự4y“ + 1 — Vx" + 1 -0t>i(2xy -ĩ)+ — . ■ ' — - = 0 

2ạ s y Jịy 2 +■1 + \Ịyâ +1 

(2xy) J + 4x J y 2 —X 1 —t ^ (4xV )"-l + x 2 (4x 2 y 2 -l) 

<=3- x(2xy —1) + * ^ , J — 1 — 0 X (2xy —1) + -- 7 - . — = 0 


2x - y^4y‘ +1 + yfT +1 
(2xy + ])(4x-y : 4l + x : ) 


2x 2 y^4y 2 + ỉ + -\Ịx 2 +1 
(4xV~1)(4xV+1 + x 1 ) 

<=> X (2xy — I) + -- . 4= . 7 =Q<=> (2xy —1) A1 . _—=_ 

2x 2 y^ự4y 2 + I + V* 3 +1 2x"y^4y z +1 + V X 2 +1 

‘ Den dây ta phải tìm cách chừng minh dâu ngoặc vuông phức tạp kia luôn dương ỈM 
+ Ta thay rẩng từ phương trinh (1) thì X >0 

+ Từ phương trình (2) : x 2 y Ỉ2 + liỊÃy+ĩ^ = X + Vx 2 +1 => y > 0 (do X > 0 ) 


= 0 


+ Như vậy với X > 0: y > 0 thì 


X + 


(2xy + l)(4xy+ I + X 2 ) 


> 0 => 2xy -1 = 0 


2x 2 y^4y 2 +1 + Vx z +1 

- Xét X = 0 không phải ỉà nghiệm nên X > 0 => x+Vx 2 + 1 > 0 

- Tữ phương trinh (2) => yÍ2+2^4y 2 +ĩj > 0, chia 2 ve phương trinh (2) chủ X 1 ta được 


(2y)+(2y 



+ I 


- + — 
x) \,x) 


— I + 1 <=> 

X 



=f 



- Xét hàm sồ f (t) = t + h/t 1 +1.i > 0 => f (t) là hàm đồng biển (4)* Từ (3) vã (4) => 2y = — 


- Thay 2y = — vào (I) ta được x 3 + x+2(x 2 -t'l)i/^ = 6 (5) 

X 


X 
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- Ta bấm máy thấy (5) có nghiệm duy nhảt X = 1, vậy cẩn chứng minh hàm 
f(x) = x 3 + x + ĩịx 2 đơn điệu với X > 0 


4 Ta có f ■( X) — 3x 2 4X 4 4xVx4 — j—" >0,Vx >0 — > f (x) là hàm dồng biốn vơi X > 0, 

vx 

+ Từ (5) và (6) vậy X = 1 là nghiệm duy nhất của (5). 

- Kêt luận: hệ phương trình có nghiệm duy nhắt {x;y)= 


'fcị' 

7 


Ví dụ 11: (Đề thi thừ THPT Quắc gia - THPT chuyên Vinh lấtì 4 ‘ 2015) 

Giải bẩt phương trình ] + -Jx— 1 ị-Jĩx -3\fa-l) > 0 


ỉlưóiiữ dân ùuy trình 

+ DK: X >1 q 

4 Bước 1 : Dùng solve ta tìm đươc X = 2 là nghiệm duy nhất, với nghiệm này thì : 
* vậy ta sc ép nhân tử đc .xuẩt hiện (x -2)( > 0) hoặc 0 < ) > 0. 

V2x = 2 
+ Ta làm như sau: 

l+Vx-ĩ(>/2x -_Wx-l) 3 >0 




4 Ta có: 


i-^ĩ+^ĩ[(^r-3^ĩ) 4ij>0 

- ~•> ’ s 4— ] ịyỉĩx — ĩyỊx — ỉ 41Ị Tĩx ~ 3>/X — IỊ —Ị ^ĩĩĩĩ —_Wx —ĩỊ 41 ị > 0 

ỊV2x — 3-\/x-ĩ)”-(V^x -3Vx—TỊ 4 I 


> 0 nên BPT tương đương: 


7 +4ĩ Z ĩ{Tĩĩ~2+3-3yfT-Ì)> 0 

1+Vx-l 




2 - X 

2(x-2) | 3(2-x) 

_ 

l+Vx-l 

>/2x42 1 + Vx”l 


Vx-1 >0 


<=> (2 - X) 




Vx-l >0 


4 _ 2 

ì + TxT 7 T2x+2j 

4 Vởi X > l thì: 

x + x>x + l>i-lu 2x > X ” I <=> V2x > VX’“Ĩ <=> 2 + v2x >2 + V X — 1 > 1 + Vx 
4 2 2 

1 4 \Ịx ~ 1 l + Vx—ĩ V2x +1 




ltVX"l I+VX-1 

* >0 

] H- V X 1 V 2x + I 


4 BPT tương đương : (2-xWx-l >0 « ] <X < 2 
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Ví dụ 12: Giải hẹ phương ưình 


y[x 2 -x-y-1 ,^/x-y-l = y + l (I) 

X +■ y + ỉ ■+ tJ2x + y = lỊSxC- 3jr + 3x + 7y (2) 


íỉtróiìg dàn quy trình 

+ Một bài bẩm máy thì dỗ mà biên đổi thì toát mả hôi hột 

+ De dàng dùng mảy tính CASIO xét phương trình (I) ra được x-y=2tj>x-ỵ-2=0 
4- Giỡ đển tict mực kinh điên nhất mang tên “ép duyên" 

yỊx 2 — X — y — l^jx — Ỵ— ] = y +1 

<=> -x-y-ỉ.ịìjx-y-l -l^-[y+ỉ)-^x 2 -x-y-ì 


í=> Jx 2 ~x — y —L 


X —y —2 _ (y + r) : -(x : -x-y-l| 

ịỊx—y — ì 4-ựx-y- 1+1 (y + l) + ựx 2 -x™y-l 

m - \ . . y 




<=> (x — y — 2) 




V 

r 


o(x-y-2) 


ỉjx — y — ] + jỢx — y—1 + 1 

4T- 


(y + l + x)(y + l-x) + (x + y+]) 
(y + l)+ 1 /x 2 -x—y-1 




qx 2 -x-y-ì Ị_ (y+l + x)(-X + y + l) 
Ả/ 1 * ~ y 1 + ^/x — y~ 1 +1 j ( y + i) + <^x 2 — X - y — 1 


= 0 (*) 


«(x-y-2) . —ĩjạì -- 

^x-y-l+s/x-y-l + ỉ (y + l) + ^x : -x-y-l J 

+ Từ (2) ta cổ X + y+1 = igÍ5x 2 + 3y : +3x+7y -^/2x ■+ y > 0 (các cụ phù hộ) 

+ Do đó (*) <=> X - y—2=0 y = X - 2 thay vào (2) ta được: 

2x - l+yj?>x-2 = 'J$x z -2x-2 . DK: X >bẩm máy ra nghiệm X = 1 là nghiệm duy nhầt. 


zx-i^^jx-x='VữA * J_irv Xd —, uamii 

vậy em nó xác đinh rỏi. không ycu cùng phái yêu. 


+ Vỡĩ X = I dù < 


V3 X ~2 =! 

Ạx 1 -2x-2 = 2 


+ Ta có: 


2x — 1 + V-3x — 2 — - 2x - 2 ^ 2(x — i) + xỊĩx — 2 - ] = x/Hx ĩ -2x - 2 - 2 

3(x-l) 8x 2 —2x—6 


,ì. -n*-u a* - 

V3x-2 + l V8x 2 -2 


-V-TJ» - T .1 -VOA -íX-2 + 2 

1 rV573Ĩ + ,J jĩsiị^ĩ + 2 

2{4x+3) 

^(x-l) 2+ , - , ===== 

V3X-2 + 1 Vfa z -2x-2+'2_ 


3 2(4x + 3) 

V3X-2 + I n/sx 2 -2x -2 +2 


= 0 


+ Xét f(x) = 2 + 


2(4x + 3) 

ì/h-T+ĩ 

khóc chứng minh f(x) < 0 dùm mình cái đi. 


2 r . _ , , . .. 

— ,x >—, tới đây bó tay châm com rổĩ. ban nào 

8x 2 -2x-2 + 2 3 










































































Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


+ Tới đây mình đôi hưởng: Hàm số không được mà lại có nghiệm duy nhât iiẽn mình cay 
cú dùng BẤT ĐẢNG THITC 

+ Thứ luôn : 2x -1 — 2 = 1, X = I được thi ấn cầ, ngã vồ mo. 

+ Bấm máy thấy VP>VT, inà VT có dạng tồng mà muổn < thì chỉ có áp dụng 
a+ b< Tĩịa^+b' 1 thôi, thật vậy: 


I + t/3x — 2 < Jĩ (2x -1)" +3x - = ^2(4x : - X — l]i = V&X 2 


2x 


+■ Tới đây thì xong rổi: ĩx - 1 = V3x -2 = 1 <=> X = 1 (tự làm nhé) 
+ Ngoài ra các bạn có thê bình phương 2 vế lén: 

4x 2 — X — J + 2(2x — l)\/3x — 2 = 8x 2 — 2x — 2 
<=>4x : -x —1 —2(2x — I )>/3x — 2 = 0 


+ Có bạn nào nhìn ra được: 4x : -x-l-2(2x-l)i/3x-2 = í2x-l-V3x-21 —0, ke ke ... 
+ Cuổí cùng cùng được: 2x - L = V3x -2 -1 X = 1 


TONG KẼT 

Đáy lả 1 phương pháp giúp ta định hướng nhanh mối quan hê giữa X và y, rất thích hợp 
đp dụng với các phương pháp phân tích thảnh nhân tử, phương pháp hàm số và đánh giá... Đặc 
biệt lả khả năng sử dựng đế giải phương trình, bất phương trình vô tỷ, phán tích phương trình 
bậc 4 thảnh nhân tử,... 

Hi vọng sau tài liệu này các bạn sẽ cỏ cái nhìn khác về HỆ PHƯƠNG TRÌNH, đã rất nhiêu 
bạn có phản hồỉ lại cho minh lả đã biẽt lảm và làm rất tốt, không còn thảy hệ phương ừình khỏ 
nữà. 


Tháng ố - 2Õ15 
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